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摘要: 针对欠定时的盲信号分离, 提出了局部充分稀疏条件下估计混叠矩阵 A 的新算法 .该算法不要求源信号所

有采样时刻都充分稀疏 ,先通过搜索, 把处于同一直线的向量一一归类, 再对所得的类的向量进行处理, 把混叠矩

阵 A确定出来.仿真实验结果表明算法是有效的.
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1 问题的提出

盲信号处理作为计算智能学的核心研究内容,是

20世纪最后 10年迅速发展起来的一新研究领域,是

人工神经网络、统计信号处理、信息理论相结合的产

物.已成为一些领域研究与发展的重要课题, 特别在

生物医学、医疗图像、语音增强、远程传感、雷达与通

信系统、数据采掘等方面均具有突出的作用.近年来,

对于盲信号处理的研究受到了国内外广泛的重视,研

究越来越广泛和深入,理论研究得到了很大的发展.

盲信号分离 ( B lind source separation, BSS )是指

从若干观测到的混合信号中恢复出无法直接观测的

各个原始源信号的过程. 这里的 /盲0指源信号是不
可观测的、混合系统特征事先未知这两个方面.在现

实生活中,源信号的数目一般是未知的,传感器的数

目也很有限,就有可能出现观测信号的数目少于源

信号数目的情形,即欠定时的盲信号分离,本文讨论

的就是欠定时的情况.

盲信号分离的数学模型表示为

X = AS + V, ( 1)

其中 X = [ x (1), x ( 2), ,, x (N ) ] I R
m @N

是 m维混

叠信号, 也即为观测信号; N 是样本采样数; A =

[ a1, a2, ,, an ] I R
m @n
是混叠矩阵; S = [ s ( 1 ),

s( 2), ,, s (N ) ] I R
m @N
是 n维未知源信号; V I

R
m @N
是高斯噪音信号矩阵. 当噪音可以忽略不计

时,盲信号分离的数学模型可以简化为

X = AS, ( 2)

以列向量的形式表示,即为

x
t
= E

n

j= 1

a j s
t

j, ( 3)

其中 x
t
( t= 1, 2, ,, N )是矩阵观测信号矩阵 X的列

向量; aj ( j= 1, 2, ,, n )是混叠矩阵 A的列向量; s
t
=

( s
t

1, s
t

2, , s
t

n )
T
是源信号矩阵 S的列向量, s

t

j ( j= 1, 2,

,, n )是列向量 s
t
中第 j个元素.

本文要讨论的就是 m < n时的欠定情况. 针对

这个问题, 大多是利用信号在某种情况下所具有的

稀疏性,对信号进行稀疏分解, 也就是稀疏分量分析

( sparse component analysis, SCA )问题. 所谓稀疏信

号,指的是源信号在绝大多数时刻的采样点为零或者

接近于零,即源信号在某个采样时刻只有一个源信号

取值较大起主要的作用, 其它源信号都很小或者为

零.此时式 ( 3)可表示为 x
t
= aj s

t

j.由此可以看出 x
t
与

aj在同一条直线上,因此可以通过搜索把 x
t
( t= 1, 2,

,, N )进行聚类,从而得到混叠矩阵 A的估计.

SCA现在已成为盲信号分离中的又一个研究热

点, Belouchran i
[ 1]
针对离散源信号提出 /最大后验概

率 0的方法; 何昭水
[ 2-3]
提出了 K-EVD等算法; 谢胜

利
[ 4]
随后提出了基于法向量的平面聚类法; 最近肖

明
[ 5]
又提出时域检索平均法, 以上的方法都取得了

良好的盲分离效果. 特别是 G eorg iev
[ 6]
提出了一种

新的解决方法,它是局部充分稀疏表示的判定条件,

即定理 1. 但目前与 G eorg iev的理论相对应的算法

还很不完善, 本文提出的算法能有效地实现

G eorg iev的理论.

2 混叠矩阵 A的确定

定理 1 (局部充分稀疏情形下的判定条件 ) :

假设源信号的数目是未知的并具有以下两个条件:

1) 对任意指数 i = 1, ,, n, S 中至少有两列

S (: , j1 )和 S (: , j2 )仅仅在位置 i有非零元素 (即每

个信源都至少唯一地出现两次 );



2) 对任意 cI R, k= 1, ,, N和 q= 1, ,, N且 k

X q,若 X (: , k ) X cX (: , q ), 则 S (: , k )有多于一个

的非零元素 (即若 X中的第 k和 q列不成比例, 则

S (: , k )有多于一个的非零元素 ).

那么源信号的个数和矩阵 A能唯一地确定 (除

去顺序和比例的差别 ).

证明  把 X中所有非零的、归一化的列向量聚

类,使得每一类包含的向量不同. 根据条件 1)和

2),说明包含多于一个元素的类的数目就是源信号

的数目,且每一类将表示 A的一个单位化的列.

下面通过一个简单的例子来说明这个定理的证明.

对于数学模型 X = AS,假设 X I R
3 @ 5

, A I R
3 @4

,

SI R
4 @ 5

,

即

x 11  x12  x13  x14  x 15

x 21  x22  x23  x24  x 25

x 31  x32  x33  x34  x 35

=

a11  a12  a13  a14

a21  a22  a23  a24

a31  a32  a33  a34

@

s11  s12  s13  s14  s15

s21  s22  s23  s24  s25

s31  s32  s33  s34  s35

s41  s42  s43  s44  s45

. ( 4)

  根据条件 1), 对指数 i= 1, 假设 S中的第 2列

和第 3列仅仅在第 1个元素是非零的,即在第 2和

第 3列除了 s12和 s13不为零,其它元素都为零, 那么

可得到

x12

x22

x32

=

a11

a21

a31

s12,  

x13

x23

x33

=

a11

a21

a31

s13. ( 5)

把式 ( 4)以列向量的形式列出来,即为

[ x (1)  x( 2)  x (3)  x( 4)  x (5) ] =

[ a ( 1)  a( 2)  a (3)  a( 4) ] @
[ s(1)  s(2)  s( 3)  s( 4)  s(5) ] ,

其中 x ( i) ( i= 1, ,, 5)、a j ( j= 1, ,, 4)、s( l ) ( l= 1,

,, 5)分别为矩阵 X、A、S的列向量.

于是式 ( 5)可得

x( 2) = a1 s( 2),  x ( 3) = a1s( 3). ( 6)

归一化之后, x ( 2)和 x ( 3)都与 a1在同一条直线上,

所以 a1可由 x (2)和 x( 3)得到估计值, x ( 2)和x( 3)

属于同一类.以此类推, 若满足条件 1), 当 i= 2时,

则可得到 a2的一个估计; i= 3时,则可得到 a3的一

个估计; i= 4时,则可得到 a4的一个估计. 根据条件

1)、2),每一个类中都至少有两个元素, 由以上的例

子可知,包含多于一个元素的类的数目就是源信号

n的数目,且每一类将表示 A的一个单位化的列, 定

理是成立的.

因此,只要把观测信号矩阵 X中处于同一直线

的列归为一类,且类中的数目大于 1, 那么它就是混

叠矩阵 A中一个列向量的估计.

下面给出局部充分稀疏的情况下确定混叠矩阵

A的算法.

1) 除掉 X中所有为零的列, 得到矩阵 X 1 I

R
m @T

;

2) 归一化 X 1中所有列 x ( t ), t= 1, ,, T, 即

y ( t) =
x ( t)
x( t )

;若 y ( t )的第一个元素为负的, 则乘

以 - 1,得到 - y ( t),这就得到新的矩阵 Y= [ y ( 1),

,, y (T ) ],并设 E> 0;

3) 任选 iI [ 1, m ] ,对行向量 yi的 T 个元素按

从小到大的顺序排列起来,即 yi中第 k大元素所在

的列就处于第 k列; 若有元素相等,则按它们原来的

先后顺序进行排列, 得到新的矩阵 Y1, Y1 =

[�y (1), ,, �y (T ) ];

4) 利用 dt= �y ( t ) - �y ( t+ 1)对矩阵 Y1进行搜

索 ( t= 1, ,, T - 1), 当 dt< E时, 令 d t= 0, 得到矩阵

D= [ d1, ,, dT- 1 ] ,矩阵 D中有很多为零的列. 如果

当 t= t0, t0 + 1, ,, t1,且 t1 - t0 + 1\2,有 d t= 0,而当

t= t0 - 1, t0 + 1时 dtX 0, 则当 t= t0, t0 + 1, ,, t1 + 1

时, �y ( t )为同一类, 然后再从下一时刻进行搜索, 以

此类推,就可以把 �y ( t), t= 1, ,, T分成 n个类 G1,

,, G n;

5) 若类 G i中包含 ri ( i = 1, ,, n )个元素,则由

ai =
1

ri
E
ri

j= 1

�y ( j )得到 ai的一个估计, 从而可以得到 A

的一个估计.

步骤 4)中利用 dt= �y ( t ) - �y ( t+ 1)对矩阵 Y1

进行搜索,目的是为了检索矩阵 Y1中位于同一直线

的列向量,从而把位于同一直线的、数目多于 1的列

向量都归为一类, 符合了定理的要求, 因此该算法是

可行的.

定义 1 在实时线性混叠系统中,如果在给定

的时间区间 [ t1, t2 ]上, 仅仅有一个源信号不为零起

主要的作用, 其它的源信号都为零或者接近于零, 那

么区间 [ t1, t2 ]称为单源区间.

定理 2 如果每个源信号具有稀疏持续性,即在很

短的一个时间 [ t1, t2 ]内, 满足单源区间的定义, 且在

[ t1, t2 ]上的采样至少为 2;其它不满足稀疏持续性的时

刻,源信号有多于一个的非零元,那么在不考虑尺度和

比例变化的情况下,混叠矩阵 A能唯一地确定.

证明:因为每个源信号都具有稀疏持续性,在很

短的一个时间 [ t1, t2 ]内,仅仅有一个源信号不为零,

且至少有连续两个采样时刻具有这个性质,这就意味
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着满足定理 1的条件. 再由定理 1可知, 在不考虑尺

度和比例变化的情况下,混叠矩阵 A能唯一地确定.

推论 1 如果区间 [ t1, t2 ]是单源区间, 则 P tcI

[ t1, t2 ], x
tc
都几乎位于同一条直线上.

证明:因为 [ t1, t2 ]是单源区间,在区间 [ t1, t2 ]上

仅有一个源信号不为零,那么根据定理 1的证明及推

导可知, P tcI [ t1, t2 ], x
tc
都几乎位于同一条直线上.

利用推论 1的性质, 定理 2在确定混叠矩阵 A

的过程中, 首先利用定理 1中算法的第 1、2、3步对

观测信号进行预处理,然后根据第 4步中 d t= �y ( t )

- �y ( t+ 1) ( t= 1, ,, T - 1), 把观测矩阵 X中处于

单源区间的列一一找出来. 进而从每一个单源区间

中提取一列构成一个新的矩阵 Y2 = [ y
U

( 1), ,,

y
U
(T 1 ) ] , T 1是矩阵 X中单源区间的总数.再次利用

d t= �y ( t) - �y ( t+ 1) ( t= 1, ,, T 1 - 1)把矩阵 Y2中处

于同一条直线的列都一一归类, 从而可以把单源区

间归为 n个类 G1, ,, Gn, 利用定理 1中的算法第 5

步就可以得到 A的一个估计.

3 源信号的恢复

对于欠定的盲信源分离,即使混叠矩阵 A是已知

的,源信号的分解也不唯一.目前一般采用 /要求 l1
[ 7]

范数最小0来作分解, l1范数可写成如下的优化问题:

m inE
n

j= 1
s
t

j , s. .t E
n

j= 1
aj s

t

j = x
t
.

  如果假设所有源信号在每个时刻都至多有 q个

不为零的、起主要作用的源信号,其它的源信号都接

近于零或者为零, 那么源信号的恢复可简化为以下

的优化问题:

m inE
n

j= 1

s
t

j , s. .t E
q

k= 1

a i
k
s
t

t
k
= x

i
.

  源信号如果具有稀疏性, 那么对源信号再加上

相互独立的限制条件,这样能更加有效地恢复出源

信号, 具体的实现有待进一步的研究.

4 仿真实验

为了说明本文算法在欠定情况下的可行性,下面

通过两个实验对估计的混叠矩阵和原始的混叠矩阵

进行比较.实验一:考虑的是构造的 3个充分稀疏的

源信号和 2个混合观测信号 (即 n= 3, m = 2)的情况.

实验二:考虑的是 4个源信号中只包含 1%的充分稀

疏信号和 3个混合观测信号的情况 (即 n = 4, m = 3).

实验一:这个实验构造了包含 20 000个采样点

的 3个源信号, 每个采样时刻都满足充分稀疏的条

件 (如图 1),是只有 2个混合观测信号 (如图 2)的

情况.

随机产生一个 2 @ 3阶的混叠矩阵 A, 把它的每

一列单位化后得

A =
 01538 4 01772 1 - 01948 8

- 01842 7 01635 5  01315 8
.

  采用本文提出的算法,得到估计的混叠矩阵 Â为

Â =
 01948 8 01538 4 - 01772 1

- 01315 8 01842 7  01635 5
.

  把估计的混叠矩阵 Â与原混叠矩阵 A的各列

作比较, 可见该算法能成功地恢复出混叠矩阵 A (除

去存在的符号和顺序的差异 ).

图 1 源信号 1

图 2 观测信号 1

  实验二:考虑的是 4个语音的源信号 (如图 3),

所有的采样点 (20 000个 )中只有 1℅的采样时刻

满足充分稀疏的条件, 是只有 3个混合观测信号 (如

图 4)的欠定情况.

随机产生一个 3 @ 4阶的混叠矩阵 A, 把它的每

一列单位化后得

A =

- 01754 2  01948 8 - 01454 5  01181 8

 01539 2 - 01315 4  01587 4 - 01453 6

- 01374 6 - 01018 0  01669 6  01872 5

.
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  采用本文的算法,得到估计的混叠矩阵 Â为

Â =

- 01454 5  01948 8 - 01754 2  01181 8

 01587 4 - 01315 4  01539 2 - 01453 6

- 01669 6 - 01018 0  01374 6  01872 5

.

  把估计的混叠矩阵 Â与原混叠矩阵 A的各列

作比较,可见该算法仍能成功地恢复出混叠矩阵 A

(除去存在的符号和顺序的差异 ) .

图 3 源信号 2

图 4 观测信号 2

5 结论

本文提出一种欠定情况下估计混叠矩阵 A的

新算法. 它不仅解决了源信号充分稀疏时的情况, 对

源信号只有极少数采样时刻满足充分稀疏的情况也

同样适合,仿真实验结果表明该算法是有效的.同时

根据定理 1推出了定理 2及其推论.但是, 目前源信

号的恢复仍然是盲信号分离中的一个难题, 下一步

的研究将从源信号的稀疏性和独立性相结合出发,

寻找一种恢复源信号的有效算法.
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Underdeterm ined B lind Source Separation Based

on Locally Sparse Representations

H e Chun-lan
1
, W an Zhe

2

( 1. F acu lty of App lied M athem atics, Guangdong Un iversity o f Techno logy, Guangzhou 510006, Ch ina;

2. Faculty o f In fo rm ation Eng ineer ing, J iangX iUn iversity o f Sc ience and Techno logy, Ganzhou 341000)

Abstract: It proposes a new algorithm of locally sparse b lind source separation for estim ating the m ixedmatrix A.

Th ismethod doesn. t requ ire all the samp les of the sources are strictly sparse. F irstly a ll the vecto rs in the sam e line

w ere searched for and classified. And then them ixedma trixA determ ined. The simu la tion illustrates the effective-

ness of this algo rithrn.

Key words: blind seurce separa tion; sparse; strictly sparse; underdeterm ined
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